PRODUIT SCALAIRE

1) DEFINITION

Les définitions et propriétés vectorielles concernant le produit scalaire sont valables dans le plan et dans 'espace.
Les démonstrations dans le plan et dans I'espace étant souvent tres similaires et la plupart des résultats ayant été vus en classe de Premiéere, ils sont
rappelés et étendus a l'espace sans démonstration.

Définition

Soit u et v deux vecteurs du plan ou de 'espace . Le produit scalaire de u par v est le nombre réel noté u . v défini par:

vz A=

Remarque :

Pour tout vecteur # du plan ou de l'espace, le produit scalaire de u par lui méme, u . U est appelé carré scalaire de U
—

Onlenote 7 2 .Ona:

| | pmi =7l 7= 117
Ce qui donne, pour deux points A et B :

AB 2=|| AB'||> =aB?

2) ORTHOGONALITE

Propriété

Soit u et v deux vecteurs du plan ou de l'espace . On a :

L

—  — — —
ulv<eS u.v=0

Remarque : . N
Pour tout vecteur u du plan ou de I'espace, 0. u =0 . Le vecteur nul est donc orthogonal a tout vecteur du plan ou de 1'espace.

3) EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE DANS UNE BASE ORTHONORMALE

Propriétés

e Soit u et v deux vecteurs du plan de coordonnées respectives (x; y)et(x’; y’) dans une base orthonormale quelconque . On a :
w.V=xx+ vy’
e Soit et v deux vecteurs de l'espace de coordonnées respectives (x; y;z)et(x'; )';z') dans une base orthonormale quelconque . On a :

—

- ’ r ’
u.v =xx'tyy'+zz

Preuve :
Immeédiat en utilisant la définition

4) AUTRES EXPRESSIONS DU PRODUIT SCALAIRE

Deux vecteurs 1 et v de I'espace sont nécessairement coplanaires, c'est a dire qu'il existe A, B et C tels que u = AB et v = AC et (au moins ) un
plan P contenant A, B et C . La définition du produit scalaire des vecteurs AB et AC dans I'espace coincide avec celle du produit scalaire de ces
mémes vecteurs dans le plan P. On en déduit que les expressions du produit scalaire établies dans le plan sont encore valables dans I'espace.

A) Produit scalaire et cosinus

Propriété

L ' ' . S aa T T
Soit u et v deux vecteurs non nuls du plan ou de I'espace et o la mesure de l'angle géométrique associé a u et v. Ona:

7=l 77 || cosa
Remarques :
e Si u et v sont colinéaires et de méme sens, alors u . v = | u || v
. — — ., . . — = —
e Si u et v sont colinéaires et de sens contraire, alors u . v =-|| u || v ||
B) Produit scalaire et projection
La notion de projection orthogonale sur un plan est déja connue.
M
Définition ‘\_\
Soit d une droite de I'espace . La projection orthogonale sur la droite d est l'application qui d
associe a tout point M de l'espace le point M' intersection de la droite d et du plan P perpendiculaire M’
a d et passant par M.
M' est appelé projeté orthogonal de M sur d. P,
Remarques :

e  Si M appartient a la droite d , M est invariant par la projection orthogonale sur d .
e  Si M n'appartient pas a la droite d , la droite d est orthogonale a la droite (MM') qui est incluse dans le plan P .
e MM estla distance de M a la droite d .



Propriété

M
Soit A, B et M trois points du plan ou de 'espace tels que A et B sont distincts.
Si on note H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB), alors on a :
AB.AM = AB’. AH A S

Remarques :
e Dans l'espace, on peut aussi remplacer AM , par son projeté orthogonal sur un plan qui contient (AB).

e SiM et N sont des points du plan ou de I'espace, et H et K leurs projetés orthogonaux respectifs sur la droite (AB) , alors on a :
AB.MN = AB".HK

5) REGLES DE CALCUL

Propriétés

Preuve :

L= > — . ' ,
Soit u , v et w trois vecteurs du plan ou de I'espace et £ un réel, ona: — . , ,
— Immédiat en munissant l'espace d'un

S ,t. — —  —
. métrie: u.v=v.u . ,
L =TS TS - - > - repére orthonormé
e Linéarit¢ : u.(v+w)=u.v + u.w

— — —  —

(ku).v=k(u.v)

6) DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE DANS UN REPERE ORTHONORMAL DU PLAN

Propriété

Dans un repére orthonormal, la distance du point A de coordonnées ( o ; ) a la droite

. + _)_)+
dduéquatlonaerberC =0 est égaleét af}aszbzc

Preuve : N
Le vecteur n (a; b ) estun vecteur normal a la droite d , donc n # 0.
Soit A" (o'; B") le projeté orthogonal du point A sur @ . ( la distance cherchée est AA")
AA'et n sont colinéaires . On a donc :
|0 AN =0 | x AN =~JaTFBE X AA (1]
Ona AA' (ot'-(x;B'-B).Onendéduitque\;.AA'\ =la(a'-a )+b(P-B)|=|laa'+bp-aa-bPB].
OrA'eﬁd),doncaoﬂerB'+c:0.0naa10rs:
|;.AA'\:|-c-a(x-b[3\:|a(x+b[3+c\ [2]
Les égalités [1] et [2] donnent AA' = %‘T—”
a

7) EQUATIONS DE PLANS

Définition

Si deux vecteurs sont des vecteurs

\ g . . \ A .
Un vecteur normal 4 un plan P est un vecteur non nul »n dont la direction est orthogonale au plan P. | normaux a un méme plan P, alors ils sont
colinéaires.

Remarque : .
Soit d une droite, n un vecteur directeur de d et A un point de d . Le plan P perpendiculaire a la droite d en A est 'ensemble des points M tels que la

droite (AM) est perpendiculaire a d . ( auquel on adjoint le point A_)) .
P est donc l'ensemble des points M tels que AM est orthogonal & n . Le vecteur n est donc normal a P.

Propriété

Le plan qui passe par A et de vecteur normal 7 est I'ensemble des points M tels que :

AM .7 =0




Propriété

Dans un repére orthonormal : Sia, b et ¢ sont nuls simultanément, deux cas se

e Tout plan admet une équation dutypeax + by + cz +d=0oul'un au moins des réels a, b présentent :

et ¢ est non nul et d est un réel quelconque. De plus, le vecteurnonnul n (a;b;c)estnormala P. |-d=0,etalorslarelationax+by+cz+d=0
e Réciproquement : est toujours vérifiée

Soit a, b, c et d des réels tels que I'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul. -d#0,etalors larelationax +by+cz+d=0

L'ensemble des points M (x; y ; z) de I'espace tels que ax + by + ¢ z +d = 0 est un plan de vecteur n'est jamais vérifiée
normal n (a;b;c).

Preuve :

e Soit P un plan, n (a;b;c)unvecteurnormal a Pet A (xp; ya; za) un point de P.
Soit M (x; y;z)un point de l'espace.

Ona AM(x-xA;y-yA;z-zA).

MeP@m.F=0®a(x—xA)+b(y—yA)+c(z—zA)=0<:>ax+by+cz—axA—byA—czA=0
En posantd =-a xs - b ya- ¢z, On obtient :
MeP&sax+by+ecz+d=0
e Réciproquement :
Soit a, b, ¢ et d des réels tels que 1'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul.
On considere I'ensemble £ des points M (x; »;z) de l'espace tels que ax + by + cz + d = 0 et non note 7 le vecteur de coordonnées (a ;b ;c).

On considére, par exemple, que a # 0 . Le point A ( - g; 0;0)estunpointde £ .

Pour tout point M (x; y;z) de l'espace, on a /W’(x+ g s yiz).

Ainsi AM . 7=ax+by+cz+d
L'ensemble E est donc I'ensemble des points M tels que AM . n =0, c'est a dire la plan passant par A et de vecteur normal #n .

Remarques :

e Un plan admet une infinité d'équations.

Siax+by+cz+d=0estl'équation d'un plan, alors k (ax +by +cz+d )=0, 00k € IR*, est aussi une équation de ce plan.
5

Les équations %x 7%)/ + 3% 4=0 et2x—y+5z—12=0 sont deux équations du méme plan.

e Sid=#0,le plan ne passe pas par l'origine du repére.

On peut alors toujours choisir une équation de la forme a’x + b’y +¢’'z+1=0 oo .

e Lorsque P est un plan paralléle a I'un des plan de coordonnées, il admet comme vecteur normal 1'un des vecteurs i , j ou k , et on aalors :
- tout plan paralléle au plan (xOy ) admet une équation du type z = k
- tout plan paralléle au plan ( yOz ) admet une équation du type x = k
- tout plan paralléle au plan (xOz ) admet une équation du type y = k

8) DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN DANS UN REPERE ORTHONORMAL DE L'ESPACE

Propriété
Dans un repére orthonormal, la distance du point A de coordonnées (o ; B ;v ) au plan y
laoa+bB+cy+d] 1 5

P déquationax+by+cz+d =0estégalea

\hzerbj+c2 d

Preuve :

Le vecteur n (a ;b ;c) estun vecteur normal au plan P, donc ; # 6 A
Soit A" (a'; B';v') le projeté orthogonal du point A sur le plan P . ( la distance cherchée est AA") P

AA'et n sont colinéaires . On a donc :

|0 AN = || | x AN =AJlaFBTF A AA (1]

Ona AA' (a'-a;B'-B;y-v).Onendéduitque| n .AA'|=|a(a'-a )+b(P-B )+c(V-7v)|=laa'+bpB +cy-aa-bP-cy|.
OLAﬂ’,doncaa'+bB'+cy'+ d=0.0naalors :

|n . AA'|=|-d-aa-bB-cy |=|laoa+bP+ cy +d]| [2]

_laat+tbBrcy+d]

\[a2+b2+c2

Les égalités [1] et [2] donnent AA'
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