INTEGRALES ET PRIMITIVES

On a vu dans le chapitre sur les limites de suites une méthode, en utilisant deux suites adjacentes, pour approximer |

'aire comprise entre

, . 1 , . ' . .. . .
C (représentaion de x /—»;) , l'axe (Ox) et les droites d'équations x = 1 et x =2 . La limite obtenue, commune aux deux suites adjacentes, se

71
note f ” dr.
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1) DEFINITION
A ) Cas d'une fonction continue et positive

Définition unité d'aire

Soit f'une fonction continue et positive sur un intervalle [ a ; b ] et C sa courbe représentative dans
— —
un repére orthogonal (O; 7,/ ).

b
On appelle intégrale de a a b de la fonction f, et on note f f(t) dt le réel mesurant l'aire, en
a

unités d'aire, de la partie du plan limitée par la courbe C, I'axe (Ox) et les droites d'équations

fbf(t)dt

a<x<b

x=a et x =b, c'est-a-dire I'ensemble des points M ( x ; y ) tels que 0<y<f(x) b
Remarques : On appelle domaine D associ¢ a une fonction f'sur
. On dit que a et b sont les bornes de l'intégrale. [ a; b ]le domaine limité par la courbe C, l'axe

b (Ox) et les droites d'équations x =a et x =b.
. f f(t)dtselit: " intégrale ou somme deaabdef(¢)dt".

a
3 La variable 7 est appelée variable "muette".
b b b
On peut remplacer ¢ par n'importe quelle autre variable : f f(t)de= f f(u)du= f f(x)dx
a a a
. L'unité d'aire est l'aire du rectangle défini par les vecteurs et 7
Si le repére a pour unités graphiques 2 cm sur I'axe (Ox) et 3 cm sur 1'axe (Oy), alors 1'unité d'aire est 6 em?.
Exemples :
b
. Sia:b,alorsf f(t)de=0. k...
a b
b w | [ e
. Pour k>0, f kdt=k(b-a).Ledomaine D est un rectangle. W ] a
u .
(0] a b
B) Cas d'une fonction continue et négative .
Définition 4 .
Si f'est une fonction continue et négative sur [ a ; b ], on appelle intégrale de a a b de la fonction f, et
b

on note f f(t)dt, l'opposé du nombre réel correspondant a l'aire, en unités d'aire, de la partie du

a [77 0 —
plan limitée par la courbe C, I'axe ( Ox ) et les droites d'équationsx =aetx =b. c

b
On dit parfois que f f(t) dt est Daire algébrique du domaine pour indiquer qu’elle est positive si fest positive s
a
négativesur[a; b ].

C) Cas d'une fonction continue et changeant de signe

Définition

Si f'est une fonction continue qui change de signe sur [ a ; b ], on appelle intégrale de @ a b de la /
a

ur [ a ; b ], et négative si fest

b
fonction f, et on note f f(t)dt,ladifférence entre le nombre correspondant a l'aire obtenue
a

lorsque £ est positive et le nombre correspondant a l'aire obtenue lorsque f est négative. V

X



2) EXTENSION ET PREMIERES PROPRIETES

A) Extension de la définition a ¢ et b quelconques

Définition:

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a et b deux réels de I tels que a@ > b, on pose :

fbf(t)dt=-fbaf(t)dt

B) Relation de Chasles

Propriété : admise

Soit £ une fonction continue sur un intervalle I . Pour tous réels a , betc del,ona: -

fbf(z>dz+fbcf(r)dr—fcfmdz

Lorsque f'est positive et a < b < ¢, la relation de
Conséquences pratiques : Chasles traduit I'additivité des aires.

. Si festpairesur[-a;a],alors:
a 0 a a a a
ff(t)dl‘:f f(t)dt+f0 f(t)dt=fo f(t)de +.[) f(t)de =2f0 f(t)de
3 Si festimpairesur [ -a;a ], alors :

f_af(t)dt =f_of(t)dt+foaf(t)dt=-f0af(t)dt +f0af(t)dt -0

C) Linéarité de l'intégration

Propriétés : admise

Soit f'et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A un réel. Pour tous réelsaetb del,ona:

o [ a-[Cras [

b b
 Jonmaa]

3) ENCADREMENT - VALEUR MOYENNE

Propriétés :

Soit f'et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et @ et b deux réels de [ tels que a<b:

b
. sipourtoutxde[a;b]onaf(x)ZO,alorsf f(x)dx>0
a On traduit la deuxiéme inégalité, en

b b . . e o
e sipourtoutxde[a;b]lona f(x)<g(x),alors f f(x)dxﬁf g(x)dx dlllsa’ntq.u,esme,onpeutlntegrer
; ; l'inégalité f< gsur[a;b].

Preuve : La premiére propriété est admise
Pourtoutxde[a;b]onaf(x)<g(x), donc g(x)-f(x)=0
b
a < b, lapropriété précédente permet donc d'affirmer que [g(x)-f(x)]dx=>0
a

b b b b
Ainsi f g(x)dx-f f(x)dx>0 Cclest-a-dire ff(x)dxﬁ g(x)dx

Remarque :
Si f'et g sont deux fonctions continues et positives telles que f(x ) < g (x)
pourtoutx € [a;b]aveca<b.

b b
L'inégalité f f(x)dx< f g (x) s'interpréte de fagon immédiate en termes d'aires :
a a

Théoréme : inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur [ @ ; b ]. (avec a <b). Soit m et M deux réels, telles que pourtout xde [a; b ]onait m<f(x)<M, alors:

b b
m(b-a)sfa F(t)dtSM(b-a) < msﬁf[l f(t)ydts™m




Preuve :
Pourtoutxde[a;b]ona m<f(x)<M.Comme a<b,onen déduit :

b b b b b
fmdtﬁf f(t)dtﬁf Mdt<:>m(b-a)sf f(t)ydt<M(b-a) & m< ! ff(z)dtSM(carb-a>0)

b-a

a

Remarque:
Soit f une fonction continue sur [ a ; b ] . (avec a < b ). Soit M un réel, tel que pour toutxde [a ;b ]onait | f(x)|<M, alors:

<M|b-a] L'utilisation des valeurs absolues permet d'obtenir
un résultat indépendant de 'ordre de a et b.

fbf(t)dt

Propriété et définition

Soit f'une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels distincts de I . c

Alors il existe un réel ¢ entre a et b tel que :
b q ) /—hh\\
["rcoyar=rce) (b-a)
a

1
b-a

Le nombre

b
J. f(t) dt est appellé valeur movenne de f entre a et b.
a

N
o
S

Preuve : On suppose la fonction f croissante. ( On admet le résultat dans le cas général )
Premiercas :a <b

Puisque fest croissante, pour toutréelxde [a;b]ona f(a)<f(x)< f(b).Onaalors:

b b
f(a)(b-a)éf .f'(t)dtsf'(b)(b—a)@.f’(a)ﬁﬁf f(t)dt< f(b) (carb-a>0)

b
Le réel bl_a f f(t)dtestdans intervalle [ f(a);f(b)]
"% a

b
fest continue sur [a ; b] . D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [ a ; b ] tel que 5 1 f f(t)ydt=f(c)
-a
a

Deuxiéme cas :a > b

fbfu)dr—-fbaf(r)dr.

a
Puisque b < a ,d’aprés le cas précédent, il existe ¢ € [ b ; a | tel que j f(t)dt=f(c) (a-b).Onen déduit que :
b

a b
S rodi=rcer (s-are [ p(oydi=ree) (b-a)
b a

Remarque:
Le théoréme de la moyenne indique que lorsqu'une fonction a des valeurs comprises entre 7 et M, sa valeur moyenne est comprise entre m et M.

4) INTEGRALES ET PRIMITIVES

A) Primitives d'une fonction continue

Théoréme

Soit f'est une fonction continue sur un intervalle I, eta € 1.

X
La fonction F définie sur I par F (x)= j f(t)dt estl'unique primitive de f's'annulant en a.
a

Preuve :
Prouvons d’abord que F est dérivable en tout point x, de I et que F'(xo) =71 (x0)

Pour cela, ¢tudions la limite en x, de la fonction T définie pour tout réel /2 = 0 tel que xo + ~ estdans I par T (/) = Fx + hh) -F (%)
X(ﬁ’ h

Xo a X0+/’l X(ﬁ’h
OnaF(x0+h)-F(x0)=f f(z)dt-f f‘(r)dt:f f(t)dt+f f(z)dt:f f(t)di

a X0

X(ﬁL h
1l cxistcccntrcx(,ctx(,+htclqucf f(t)ydt =(xog+h -x0)f(c)=hf(c).Onendéduitque T(h)=f(c).
Xo
Or lorsque / tend vers 0, ¢ tend vers x, et puisque f'est continue, /(¢ ), et donc T ( /), tend vers f'( xg).
Ainsi, hlgno T(h)=f(x).Onen déduit que F est dérivable enx; et F’(xo) =/ (x¢).

L’unicité résulte du fait que F (¢ )=0.
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Remarques :
e Ce théoréme affirme 1’existence de primitives pour toute fonction continue sur un intervalle I.

e ['existence du logarithme est maintenant justifiée et donc celle de sa fonction réciproque.

B) Expression d’une intégrale a partir d’une primitive

Propriété

Soit fest une fonction continue sur un intervalle I, alors pour tous réels a et bde I, on a :

b
f f(t)dt=F(b)-F(a)  ouF estune primitive de f'sur L.
a

Preuve :

X
Onavuque x —> H(x)= f f(t)dt estl'unique primitive de f's'annulant en a.
a
X
Soit F une primitive de f'sur I, on a donc : F(x):H(x)Jrk:f f(t)dt +k avecke R
a
a b
Donc F(a):f f(t)dt +k=0+k=k et F(b):f f(t)de +k
a a
b b
Ainsi F(b)-F(a)=f F(t)dt +k-k=f F(t)dt
a a
b
Remargue:OnnoteaussiF(b)—F(a)=[F(t):| quiselit:"F(¢)prisentreaetd "
a

S)INTEGRATION PAR PARTIES

Propriété

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, dont les dérivées u’ et v’ sont continues sur I.
Soit a et b deux éléments de 1. On a :

jbu(t)v’(t)dt= |:u(t)v(t):|

a

b
-f u'(t)v(et)de

b
a a

Preuve :

La formule de dérivation d'un produit permet d'écrire (uv) ' =u’v+uv’
On en déduit que pourtoutf e I,ona (u v’ ) t)=(uv)’ ' (t)-(u’v)(t)
Les fonctions étant continues, on a alors pour @ € [ et pour b € |

fbu(t)v’(t)dt:fb(uv) ’(t)dt—fbu’(t)v(t)dt:[u(t)v(t):|

a a a

b
-f w(t)v(et)de

b
a a

s
Exemple : Calculer fz x cos x dx

0
Posons u(x)=x v’(x)=cosx
u'(x)=1 v(x)=sinx
Les fonctions u et v sont dérivables et leurs dérivées sont continues sur [ 0 ;%] . On a alors
e I s I s 3
fzxcosxdx:[xsinxJz-fzsinxdx: [xsinx}z—[-costz :[xsinx+cost2 =ZsinZ+cosE-(0sin0+cos0) =%-1]
0 0 0 0 0 o 2 2 2 2

Remarque :
Apres avoir fait une intégration par parties, la nouvelle intégrale que 'on a a calculer doit étre plus simple que la premicre . Si ce n'est pas le cas, il

faut peut-étre modifier le choix de u et v’. On pourra, si besoin est, utiliser plusieurs fois l'intégration par parties.
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