LIMITES DE FONCTIONS

1) LIMITE D'UNE FONCTION A L'INFINI
A) LIMITE INFINIE A L'INFINI

Définition :

\

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a ; +00[ ou
a est un réel.

Intuitivement, dire que f a pour limite +o0 en +co | signifie que lorsque
x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +oo , « les nombres
f x| correspondants finissent par étre aussi grands que I’on veut ».

Lorsque x prend

des valeurs de plus en
plus grande ,

la courbe C; finit par se
situer au dessus de
n’importe quelle droite
horizontale .

On note :

lim f(x|=4o »
x>+ 0] i

Remarques :
o  De maniére plus mathématique (moins intuitive ...) :

Tout intervalle de la forme |M ; +oo| finit par contenir toutes les valeurs f (x). On écrit aussi :
Pour tout réel M >0, il existe un réel m tel que , si x>m , alors f (x| E]M s+ 00[

e Ondit aussi que la fonction f tend vers +oo quand x tend vers +co .

. _ ) - ) 5 . B
Exemples 3 connaitre : 1im X =+ lim x=+c0  lim x'=+c0 lim Vx=+o

X +m ?xo4w x—+ow X +w

On définit de la méme facon ...

lim f(x/]=-—o lim f(x]=-o0 lim f(x]=+o
xX—+o© X ——0 X—>—©
Les nombres (x| deviennent J &
e négatifs et de plus en plus .
7 grands en valeur absolue ol i

Dans ces deux cas, f est définie sur un intervalle de la forme J— 0 bJ

Remarque :

Dans la pratique, on peut utiliser la remarque suivante : \lim Slxl=Tim fi=x]

- x>+

B) LIMITE FINIE A L'INFINI ET ASYMPTOTE HORIZONTALE

Définition :

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes, la
) ) ) ) | distance MN tend vers 0. La courbe C, se rapproche
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a ; +00[ ou a est un réel et soit | sans cesse de la droite d’équation  y=1L.

L un réel donné .

o Intuitivement, dire que f a pour limite L en + , signifie que lorsque x
prend des valeurs de plus en plus grandes vers + , « les nombres f (x|
correspondants viennent s’accumuler autour de L».

On note :
lim flx|=L

X —+o0

e On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale
alacourbe C; en +oo.

Remarque :
De maniére plus mathématique (moins intuitive ...) :

Tout intervalle ouvert contenant L finit par contenir toutes toutes les valeurs f (x|. On écrit aussi :

Pour tout € > 0 (aussi petit qu’il soit) il existe un réel m tel que , si x>m ,alors f (x| € [L—¢e;L+¢|.
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On définit de la méme fagon : /— C,
La distance MN tend vers 0 quand x tend
lim flx/=L N L vers —oo.
T S E—
; : i (x] 1 e i =
f est définie sur un intervalle de la forme |—o0 ;5] Mg - flx) Lt ‘?“’“e @ equation y L est asymptote
i Jjt horizontale a la courbe C; en —co.
X i
Exemples a connaitre :
lim 120 . Lm L=0 . lm L=0 ., lm =0  lm =0 , lim L=0 ., lm L=0
x—o+4wo X x—o+4w X x> 4o X x> 4o X x—o-—n X x—o-—n X xo-w X

. 1
La courbe représentant la fonction x — I
X

comme asymptote en +oo eten —oo.

Remarque :

admet I’axe des abscisses comme asymptote en +oo ; les trois autres courbes admettent cet axe

Une fonction n’a pas forcément une limite finie ou infinie quand x tend vers +co. ( Par exemple x+—sinx , x+—cos x ...)

2) LIMITE INFINIE D'UNE FONCTION EN a (avec a réel) ET ASYMPTOTE VERTICALE

Lorsque que 1’on définit la limite d’une fonction f enun réel @ , on considére que :

. a EDf
e OU aestunebornede Dy

Définition :

Soit f une fonction.

o Intuitivement, dire que f a pour limite +o en « , signifie que
lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a, « les nombres
f x| correspondants finissent par étre aussi grands que I’on veut ».
On note :

lim f(x] =+

x—a

On définit de la méme fagon }im Slxl=—c0

> a

e Ondit que la droite d’équation x =a est asymptote verticale
ala courbe C .

Remarque :
11 arrive souvent qu’on soit amené a définir des limites

«d’un seul coté de ar.
Naturellement, on introduit les notions de limite a droite en a
et de limite & gauche en a et on note :

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a , la
courbe Cf finit par se situer au dessus (et en dessous pour la
deuxieme figure) de n’importe quelle droite horizontale .

oy
Dans ce cas

lim flx]=—o0

x—a"

lim f(x/=+o

hm’ Slxl o lim flx] gy encore 1M flxl ¢ lim /x| j
X—a X—a X—a X —a
X>a x<a
(@)
Exemples :
1 1 1
. lim —=+c | lim —w=+0w | lim =+ |
x—-0" X X0 X x>0 X
.1 1 o1
. lim —=—o | lim —w=+w lim —=—o
x—0 X x-0 X x—-0 X

lim

x—=0"

v

x—a

1
==+
Vx

Les courbes représentant ces fonctions admettent I’axe des ordonnées comme asymptote verticale.

3) OPERATIONS SUR LES LIMITES (admis)

La plupart des théorémes qui suivent sont naturels mais ... comme souvent en math, il y a quelques cas particuliers.

Par convention et pour simplifier :

o onnote lim f[x) et lim g (x) les limites de f et de g , toutes les deux en @ , en +oo ouen —oo
o onnote par un point d’interrogation (?) les cas ou il n’y a pas de conclusion générale.
On dit qu’il s’agit de cas de formes indéterminées . Ces cas nécessiteront une étude particuliére chaque fois qu’ils se présenteront.
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. kflx|

(ou £ est un réel donné)

lim / [x] L +oo —
lim kf |x) (avec k>0) kL +o0 —o0
lim kf (x| (avec k<0) kL — 0 + 0
Exemple : Soit la fonction g définie sur R™ par g: x — —— . Déterminer hn}) g lx,
X X
Pourtout x eR",ona glx/=—2 f (x| avec f :x+— —
x
Comme —2<0 et ET}) S x]=+e , on en déduit que 113 g lx]=—c0
. flxl+glx|
lim f [x] L L L + o0 -0 + 00
lim g (x| L’ + o0 —© + 0 —© —©
lim | f x|+ glx) LR + o — +00 —© ?
. . . * — 2 . 1 (y]
Exemple : Soit la fonction /4 définie sur IR. par 4: x+— \/x—*2 . Déterminer 11n+1 hix],
x X =+
* 70 ‘ . — 2
Pour tout x R ,ona Alx|=f[x/+glxlavec f:x—Vx et g:x+— 7
Comme lim flx]=+0w et lim glx/=0 , on en déduit que lim Alx/=+o
X =+ X =+ X =+
. flxIxglx]
lim 1 (x] L L>0 L>0 L<0 L<0 + o0 + o0 — 0 0
lim g [x] L’ +o0 ) + 00 ) + 00 —0 - +00 Ou —o0
lim|(f(x/Xglx|] | LXL” +o0 —o0 —o0 + 00 + o0 —o0 + 00 ?
Exemple : Soit la fonction / définie sur R par /: x — (2—&-% x” . Déterminer Xlin}x hix],
Pour tout x R ", ona Alx/=f[x/X glx| avec f :x+— 2+% et gixr— x°
Comme lim f\]xl\:z et lim g\x3:+oc on en déduitque lim Alx)=+o0
1
f x|
lim 1 (x) L#0 0 en restant positive | 0 en restant négative 400 0u —oo
lim 1 1 + o0 — 00 0
fx) /L

Remarques :
o «0 en restant négative ou positive » signifie que f garde un signe constant au voisinage de a , en +oco0 ou en —oo suivant les cas.

1 [ | — + . . o .
o On note, par exemple, Xlim S 1xI=0 pour indiquer que f tend vers 0 en restant positive quand x tend vers +oo.

+oo

 Onnote, par exemple, X_linfm S XI=0" pour indiquer que £ tend vers 0 en restant négative quand x tend vers —oo.

1 torminer M A lx]
> y—4 . Déterminer e .

Exemple : Soit la fonction 4 définie sur IR-{2} par /4 : x +—

[ 1
Pour tout x #2, on a h\x\Em avec f:ix— 2x—-4
Comme Xlif?x flxl=+0  on en déduit que \—li»n?x hix)=0

4) LIMITE D'UNE FONCTION COMPOSEKE (admis)

Propriété :

‘ o Dans la pratique, on peur rédiger comme ci-dessous.
Soit f, g et h trois fonctions telles que f (x|=g (A [x]).
Chacune des lettres a, b et ¢ désigne soit un réel, soit +oo,
soit —oo.

Exemple : Soit f (x|=(Vx+2 . Caleuler M flxl,

Posons X =Vx+2. Onaalors [ [x|=X"
lim X =+ o lim X =+
X—-+o

. On en déduit que xli

x> +® — 4

gi im Zlx/=b o i }13 glxl=c alors \hiri flxl=¢

x—a
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