DERIVATION
1) FONCTION DERIVABLE - NOMBRE DERIVE

Soit f une fonction définie sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles deux a deux disjoints et a€ D .

Définition :

Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a est le réel L, revient a dire que le taux de variation de f en a,
la+h — flal . .
%, admet pour limite finie L quand % tend vers 0.

‘ T |— flal
Le nombre dérivé est noté [ 'lal, etona: f ’(aJ=hmf(a+hh¢
h—0

2) INTERPRETATION GRAPHIQUE - TANGENTE EN UN POINT

Soit M le point de C , d’abscisse a+ h.

. . P la+hnl - flal
Le coefficient directeur de la droite | AM | est : %
Géométriquement, la tangente & C, au point 4 se congoit comme la droite « position
limite » des sécantes | AM | lorsque M tend vers A en restant sur la courbe.
Si f est dérivable en a, la « position limite » de ces sécantes a pour coefficient directeur
f 'lal, et passe par 4.

Propriété :

Si f est dérivable en a, la courbe C ; admet au point 4 |a ; f (al| une tangente T de r— \X
coefficient directeur f 'lal. a:a+h ‘\“
Une équation de la tangente en ce pointest: y=f "lallx —al+ f la. \

| Y
Cas particuliers importants:

e Si f'lal=0, C,admet au point d'abscisse a une tangente paralléle a 'axe des abscisses (horizontale) d'équation y = f la/.

Si lim 24 +hl—flal
h—0 h

3) FONCTIONS DERIVEES
A) DEFINITION

=+ ou —oo, fn'estpas dérivable en a, mais C , admet une tangente verticale d'équation x=a.

Définition :

On dit qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle / ( / < D, ) si pour tout x appartenanta /,
le nombre dérivé de f en x existe.

La fonction dérivée de f sur / est la fonction, notée f ', qui, a tout x de /, associe le réel f "[x/.
Cette définition s’étend a une réunion d’intervalles disjoints.

Par abus de langage, on dit que '
est « la dérivée de f »

Remarques :
On appelle ensemble de dérivabilité de la fonction f, ’ensemble sur lequel la fonction dérivée f ' est définie.

Cet ensemble (noté D /) est toujours inclus dans D, .

B) DERIVEES DE QUELQUES FONCTIONS DE REFERENCE

Fonction f Fonction dérivée f ’ Ensemble de dérivabilité
1) Fix— k kER F i 0 R
2) fixr—x flix—1 R
3) fix—x e L 0+ oo
Jox 24 x Cette fonction n'est pas dérivable en 0

4) fix— x" nez’ flix—o o px! IR si n>0

R si n<0
5) fix—exp lx] [ ix—exp lx/ R
6) fix—Inlx f,:x'_é [0 ;4 oo
7) f:x+>cos x| f':x+— —sin x| R
8) f x> sinlx) f x> cos x| R
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4) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

D représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.

Propriétés :

Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel.
e Les fonctions k-u , u+v et u-v sont dérivables sur D et :

(keu)’=k-u’ (w+v)’=u’+v’ et (w-v)'=u’v+uv’

o Si pour tout réel a de D, vial#0, les fonctions i et o sont dérivables sur D et :

1\, v’ w),_u'v=v'u
v v2 ’ v v2

Propriétés :

« Toute fonction polynéme est une somme de fonctions dérivables sur IR, donc est dérivable sur R.

o  Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

Exemple:
Soit P le polyndme défini sur R par P :x+3 x’+5 x’— x+3

P est une somme de fonctions dérivables sur IR, donc P est dérivable sur IR et pour tout réel x:
P'lx]=3x3x"+5x2x—-1=9x"+10x—1.

Remarque: Si P est un polynome de degré n> 0, alors P 'est un polyndme de degré n— 1.

Exemple:

Soit f la fonction rationnelle définie par f :x ,_,M

x—1

On peut écrire f:% ou ulxl=2x"+1etvixJ=x—1

Ona vix/ =0 pour x=1,donc D,=R\{1}.

u et v sont dérivables sur IR donc sur R\{1}, donc f est dérivable sur IR\{1} et pour tout x # 1, on a:

r

u' x|Xvix)—v x| Xulx

f'Iszu,donc f'xl= 7 avec u'lx)=2x2x=4xetv'lx|=1
v ViX|
B f.,fx‘:4xYx—13—1X(2x2+l) _4x’-4x-2x" -1 _2x—4x-1

(x—1) (x—1F (x—1)

5) DERIVEES SUCCESSIVES

Définition :

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle /.

Sa fonction dérivée f ' s’appelle dérivée premiére (ou d’ordre 1) de f.

Lorsque f ' est dérivable sur / , sa fonction dérivée estnotée f''. f '’ estappelée dérivée seconde (ou dérivée d’ordre 2 ) de f.
Par itération, pour tout entier naturel »>2 , on définit la fonction dérivée n-iéme (ou d’ordre »n ) comme étant la fonction dérivée de
la fonction d’ordre n—1 .

[

Notation: f"'=f " etpourtout n=>2, f"=[r"""".

Exemple :

fix +— x’ estdérivablesur R etona f'(x)=3 x*puis... f''lxl=6x, f’lx|=6¢t f*x]=0
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6) DERIVEES DE X —s [“ ‘X‘J” (ot 1 est un entier relatif non nul) , X " sy Inlulxl)

Propriétés :

e Soit # une fonction dérivable sur un intervalle / et n» un entier naturel non nul.
La fonction f :x > |ulx]" est dérivable sur /, et pourtout x €/ ,ona f '(xI=nu"(xlulx]""

o Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /.

La fonction f :x +> ¢"™ est dérivable sur 7, etpourtout x€7,0ona [ '[x|=u"lx|e""
e  Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle /.

. Rt L. o u'x)
La fonction x +— In (u (x| est dérivable sur /, et pourtout x€/ ,ona: [ 'lx] =10
uix

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f (x]=(3x2+ 1/

u:x+—> 3 x"+1 est dérivable sur R et pour x ER ,ona:u'[x/=6x
On en déduit que f est dérivable sur IR et pour tout x €R,ona: f /(x| =5u"(x|(ulx|*=5 X 6 x(3x2+1* =30 x[3 x> +1/*

cos |x

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(x/=e
u : x —> cos [ x| est dérivable sur IR et pour x €R ,ona: u '|x)=—sin (x|

cos (x|

On en déduit que f est dérivable sur IR et pour tout x R, ona: f'(x]=—sinlx|e

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur ]O s+ 00[ par In (Vx]

u: x+—>  x est dérivable et strictement positive sur ]0 5 00[ et pour x € ]0 2 oo[ ,ona:u'lx|= SR
X

On en déduit que f est dérivable sur 05+ 0] et pour tout x €l0;+ [, ona: £ = 2vx _ 1

7) CAS GENERAL (complément)

Propriété :

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle J et u est une fonction dérivable sur un intervalle /, telle que pour tout x de 7, u (x|
appartient a J.
Alors la fonction f définie par f (x)=glulx| estdérivable sur I et pour tout x de /,ona:

fxl=u(xIx g "lulxll

Exemple : Déterminer sur |0 ;+ oo| la dérivée de la fonction f définie par £ (x|= V2 i

Pour tout x € |0 ;+ oo ,onpose: flxl=glulx] ot g:x—Vxetu:xr— 2%’

. . 1
La fonction g est dérivable sur ]0 s+ 00[ et pour tout xe]O ;+00[ ,ona: g'lx|/= P
X

u:x+> 2x° eststrictement positive et dérivable sur ]O S 00[ etpour x R ,ona:u’(x/=6x
u'lx] _ 6x° 2

On en déduit que f est dérivable sur ]0 ;+OO[ et pour tout x>0, ona: f (x| :m—z—\/z—x} :%

Exemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R™ par f [x]=sin

Pour tout x€lR ,onpose: flx/=glulx|| oun g:x+r—>sinxetu:xr— —
X

La fonction g est dérivable sur IR et pour tout x ER , ona: g'l[x|=cosx

La fonction u est dérivable sur R et pourtout x€lR , ona: u'lx/=——
X

(Pour tout x#0 , on abien siir u (x/€R ... Dans la pratique, quand la fonction g est dérivable sur IR , cette vérification n'est pas nécessaire )

. L * P 1
On en déduit que f est dérivable sur R" et pour tout x#0,ona: f 'lx/=—— cos "
x

Dérivation - auteur : Pierre Lux - cours professeur - page 3/3



