SERIES STATISTIQUES A DEUX VARIABLES

1) POSITION DU PROBLEME - VOCABULAIRE

A) DEFINITION

Définition :

On considére deux variables statistiques numériques x et y observées sur une méme population de # individus.

Onnote X;; X, ;... ;X, les valeurs relevées pour la premiére variable et y,; y»;...; », les valeurs relevées pour la deuxiéme
variable.
Les couples (x,;y,); (x,; Vol (x,;»,) forment une série statistique a deux variables.

Pour la suite du cours, on garde les notations ci-dessus et on considére 'exemple ci-dessous :

Exemple :

Le tableau suivant donne 1’évolution du nombre d’adhérents d’un club de basket de 2008 a 2013.

Année 2008 2009 2010 2011 2012 2013
Rang x; 1 2 3 4 5 6
Nombre d’adhérents y; |70 90 115 140 170 220

Le but est d’étudier cette série statistique a deux variables (le rang et le nombre d’adhérents) afin de prévoir 1I’évolution du
nombre d’adhérents pour les années suivantes.

B) NUAGE DE POINTS

La premiére étape consiste a réaliser un graphique qui traduise les deux séries statistiques.

Définition :

Dans le plan rapporté a un repére orthogonal, on appelle nuage de points associé a cette série statistique a deux variables,
l'ensemble des points M | (x, ;y]); M, (xy5 yy)ies M, (x5 yn) .

Dans notre exemple, si on place le rang en abscisses, et le nombre d’adhérents en ordonnées, on peut représenter par un point chaque
valeur . On obtient ainsi une succession de points, dont les coordonnées (1; 70), (2; 90), ... (6; 220), forment un nuage de points.

Exemple - question 1 : Représenter le nuage de points associé a la série
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Avec une calculatrice :

T.I. Casio
= Touche | STAT = Menn | STAT
= Menu | EDIT

= Entrer les valeurs x; dans Ly

Entrer les valeurs x; dans Lisil

Entrer les valeurs y; dans Lisi2

9
9
= Entrer les valeurs y; dans L:
. o . - Choisir|GRPH
= Regler les valeurs du repére avece la touche :
= Reégler les paramétres avee | SET
-3

WINDOWS
= Appuyver sur la touche TRACE]| Choisir | GPH1 |

Remarque :

Le nuage de points associé a une série statistique a deux variables donne donc immédiatement des informations de nature qualitative.
Pour en tirer des informations plus quantitatives, il nous faut poser le probléme de 1’ajustement.

Le tracé met en évidence la possibilité de "reconnaitre" graphiquement la possibilité d’une relation fonctionnelle entre les deux
grandeurs observées (ici rang et nombre d’adhérents).

Le probléme de I’établissement d’une relation fonctionnelle entre les deux séries est le probléme de ’ajustement.

C) POINT MOYEN

Définition :

N

On appelle point moyen de cette série le point G de coordonnées (X ; 7) oul X et 7 sont les moyennes respectives des séries
X5 Xp5.e Xyt VisVaseen Voo

Exemple - question 2 : Déterminer les coordonnées des points moyens suivants :
o G, des années allant de 2008 a4 2010,

o G, des années allant de 2011 4 2013,

e G, point moyen du nuage de points tout entier.

On obtient

2) AJUSTEMENTS
A)A LAREGLE

On se propose, a partir des résultats obtenus, de faire des prévisions pour les années a venir.
Un moyen d’y parvenir est de tracer au juger une droite d passant le plus prés possible des points du nuage et d’en trouver 1’équation
dutype y=ax+b.

B) METHODE DE MAYER

Cet ajustement consiste a déterminer la droite passant par deux points moyens du nuage de points.

Exemple - question 3 :

Déterminer I’équation de la droite @, qui passe par les points moyens G et G, et la tracer sur le graphique précédent.
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C) METHODE DES MOINDRES CARRES
11 s’agit d’obtenir une droite équidistante des points situés de part et d’autre d’elle-méme.
Pour réaliser ceci, on cherche a minimiser la somme des distances des points a la droite au carré.

On considére une série statistique a deux variables représentée par un nuage justifiant un ajustement affine.

Définition :

. ) . Ui
Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considére un nuage de n '

points de coordonnées (x;; y,).
La droite d d’équation y =ax + b est appelée droite de régression de y en x
de la série statistique si et seulement si la quantité suivante est minimale :

ar; + b

n

Z(M,Q,-)z:g v, —(ax, +bf

i=1

Remarque :

n

I1 serait tout aussi judicieux de s’intéresser a la droite d ' qui minimise la quantité z (x,—lay,+0b)f
i=1

Cette droite est appelée droite de régression de x en y.

Définition :

On appelle covariance de la série statistique double de variables x et y le

, Pour les calculs, on pourra aussi utiliser :
nombre réel :

n

covlx; yl =0, =— 2 [x=¥)(y,~ ]

1 n
n = o—xy:*iny,‘_xy
nis

Remarque : Ona cov x ;x)=c.=V(x)=(o,

Propriété :

La droite de régression d de y en x a pour équation y =ax+b ou :

Oy

P

et b vérifie y=ax+b

Avec une calculatrice :

T.I1 Casio
= Touche | STAT = Menu | STAT
- Menu | CALC = Item | CALC
X = Régler les parametres avec set

= ltem e

> LinReg L1, L» = ltem | REG
= Choisir m

Propriété .

Le point moyen G du nuage appartient toujours a la droite de régression de y en x.

Exemple - question 4 : Déterminer avec la calculatrice une équation de la droite d’ajustement d, de y en x obtenue par la méthode
des moindres carrés et la tracer sur le graphique précédent.

La calculatrice donne

Pour tracer la droite d, , il faut choisir deux points (au moins) sur cette droite.

Par exemple :
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D ) AJUSTEMENT EXPONENTIEL

On remarque qu’un ajustement affine ne semble pas trés approprié pour ce nuage de points a partir de 2013,
On se propose de déterminer un ajustement plus juste.

Exemple - question 5 : On pose z =In y . Compléter le tableau suivant en arrondissant les valeurs de z; au milliéme.

X; 1 2 3 4 5 6

Zi

Avec une calculatrice :

T.L Casio
- T{Jll[‘.ll{‘. = Touche | STAT
= Menu = Menn
= Se placer dans = Se placer dans

= Entrer la formule "= In Lo" = Entrer la formule "= In Lisi2"

Exemple - question 6 :
Déterminer une équation de la droite d’ajustement @5 de z en x obtenue par la méthode des moindres carrés.

La manipulation a la calculatrice est la méme que précédemment, en n'oubliant pas de changer les paramétres.

La calculatrice donne d5:z =0,224 x + 4,045

Exemple - question 7 : Dans ce cas, en déduire la relation qui lie y & x puis tracer la courbe représentative de la fonction y = f (x).

Pour tracer la courbe, il suffit de placer des points, par exemple grace au tableau de valeurs de la calculatrice.

E ) COMPARAISON

Grace aux trois derniers ajustements, on peut évaluer ce qui se passera plus tard, comparons les :

Exemple - question 8 :

En supposant que les ajustements restent valables pour les années suivantes, donner une estimation du nombre d’adhérents
en 2014 suivant les trois méthodes.

Dans tous les cas, il faut calculer y lorsque x correspond a I’année 2014, c’est a dire au rang 7.

« Méthode de Mayer :

e Ajustement affine :

« Ajustement exponentiel :
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Exemple - question 9 : En 2014, il y a eu 280 adhérents. Lequel des trois ajustements semble le plus pertinent ?

Définitions :

On parle d'interpolation pour des valeurs a l'intérieur de la plage des valeurs observées et d'extrapolation pour des valeurs a
l'extérieur de cette plage.
Bien entendu, les résultats obtenu par interpolation et par extrapolation sont a exploiter avec prudence.

3) COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

Définition :

Le coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique de variables x et y est le nombre r défini par :

_ Oy
T o(x)xoly)

Ce coefficient sert a mesurer la qualité d’un ajustement affine.

Interprétation graphique :

Plus le coefficient de corrélation linéaire est proche de 1 en valeur absolue, meilleur est 1’ajustement linéaire.
Lorsque » =*1, la droite de régression passe par tous les points du nuage, qui sont donc alignés.

Exemple - question 10 :

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire dans le cas de 1’ajustement affine (entre x et y), puis exponentiel (entre x
et z). Quel est I’ajustement le plus juste ?

Gréce a la calculatrice, on trouve :
ajustement affine :
ajustement exponentiel :

Ce qui est conforme a ce que nous avions déduit précédemment, a savoir que 1’ajustement exponentiel est plus fiable pour ce cas.

Propriété :

Le coefficient de corrélation linéaire r vérifie — 1 <r<1.
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